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ABSTRACT 
The   Karhunen-Loeve   t ransformat ion   (KLT)  
is  a n   o p t i m a l   m e t h o d   f o r   e n c o d i n g   i m a g e s  
i n   t h e  MSE s e n s e .   O n l y   o n e   s p a t i a l l y  
a d a p t i v e   m e t h o d  i s  known t o  b e   r e p o r t e d  
i n   t h e   l i t e r a t u r e .  Many o t h e r   s u b o p t i m a l  
e n c o d i n g   m e t h o d s   h a v e   b e e n   d e v e l o p e d  t o  
a v o i d   t h e   p r o b l e m s   e n c o u n t e r e d   i n   t h e  
a p p l i c a t i o n  o f  t h e  KLT, S u c h   m e t h o d s   g i v e  
pe r fo rmance   wh ich  is i n f e r i o r  t o  t h e  KLT 
i n   b o t h  MSE a n d   v i s u a l   q u a l i t y ,   a l t h o u g h  
some o f   t h e m  a r e  q u i t e   e f f i c i e n t   f o r  
f i r s t  o r d e r  Markov  p rocesses .  
A s p a t i a l   d o m a i n   a d a p t i v e   a l g o -  
r i t h m ,   w h i c h ,   b e s i d e s   g i v i n g  more com- 
p r e s s i o n   t h a n  i t s  n o n a d a p t i v e   c o u n t e r -  
p a r t ,   s o l v e s   t h e   p r o b l e m   o f   i l l - c o n d i -  
t i o n e d   e i g e n v e c t o r s  is  p r e s e n t e d .  I t  is 
a l s o  s h o w n   t h a t   f o r  a l a r g e  c l a s s  o f  
i m a g e s   t h e  same c o d e  s e t  may b e   u s e d ,  
t h u s   a v o i d i n g   t h e   c o m p u t a t i o n a l   p r o b l e m  
n o r m a l l y   a s s o c i a t e d   w i t h   t e   K a r h u n e n -  
Loeve   encoding   scheme.  
INTRODUCTION 
The   Karhunen-Loeve   t r ans fo rm re- 
q u i r e s  a l a r g e   c o m p u t a t i o n a l   e f f o r t ,   b u t  
i t  i s  t h e   o n l y   t r a n s f o r m   t h a t   u s e s   t h e  
s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s   o f   t h e   i m a g e .  Many 
r e s e a r c h e r s   h a v e   u s e d  some p a r t i c u l a r  
models t o  estimate t h e   c o r r e l a t i o n   p r o -  
p e r t i e s   o f  t h e   i m a g e  /I/. Some o f   t h e s e  
m o d e l s  g i v e  e n c o u r a g i n g  r e s u l t s  a n d  m i g h t  
l e a d  u s  t o  s u p p o s e  t h a t  a c c u r a t e  correla-  
t i o n   m o d e l i n g   c o u l d   b e   w i d e l y   a p p l i e d   i n  
t h e  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  i m a g e s  f o r  t r a n s -  
f o r m  c o d i n g  p u r p o s e s .  A c c u r a t e  a n d  u s e f u l  
mode l ing  is p o s s i b l e   o n l y  when t h e   i m a g e  
da t a  is o f   t h e   s m o o t h ,  low a c t i v i t y   v a -  
r i e t y .  
O t h e r   s u b o p t i m a l   t r a n s f o r m s   h a v e  
b e e n   u t i l i z e d  t o  o v e r c o m e   t h e   c o m p u t a -  
t i o n a l   p r o b l e m  /2/ .  U n d e r   t h e   a s s u m p t i o n  
o f   i r s t - o r d e r   s t a t i o n a r y   M a r k o v   p r o c e s -  
ses t h e s e   t r a n s f o r m s ,   s p e c i a l l y   t h e  
Discrete C o s i n e   t r a n s f o r m   p e r f o r m   n e a r l y  
a s  wel l   as  t h e  KLT. T h e r e f o r e   i n   t r a n s -  
f o r m   c o d i n g   p r a c t i c e   t h e  KLT is r e p l a c e d  
b y  a s u i t a b l e   f a s t   u n i t a r y   t r a n s f o r m ,  
R. Lynn K i r l i n  
Depar tmen t  of Elec. E n g i n e e r i n g  
U n i v e r s i t y  of  Wyoming 
s i n c e  n o  f a s t  a l g o r i t h m  h a s  b e e n  r e p o r t e d  
f o r   t h e   K a r h u n e n - L o e v e   t r a n s f o r m .  
A n o t h e r   a p p r o a c h   w i d e l y   u s e d  i s  
D i f f e r e n t i a l   P u l s e  Code  Modulat ion 
(DPCM) . DPCM o f f e r s  t h e  t r e m e n d o u s  a d v a n -  
t a g e   o f  i t s  i m p l e m e n t a t i o n   f a c i l i t y ,   b u t  
o n   t h e   o t h e r   h a n d  i t  p e r f o r m s   c l o s e l y  t o  
t h e  KLT o n l y   f o r  Markov  processes .   Not  
a l l  images   can   be   mode led  as  Markov 
p r o c e s s e s   a n d   i n   f a c t   i m a g e s   h a v i n g   e v e n  
a m o d e r a t e   e d g e   a c t i v i t y  l i e  f a r   f r o m  
t h e s e  p r o c e s s e s .  
A d i f f e r e n t   p r o b l e m   a s s o c i a t e d  
w i t h   t h e  KL scheme is t h e   s i n g u l a r i t y   o f  
t h e   c o v a r i a n c e   m a t r i x .  Some e a r l y   e x p e -  
r i m e n t s   b y  L a n d a u   a n d   S l e p i a n   d e s c r i b e  
t h i s   s i t u a t i o n  / 3 / .  T h e   c o m p u t a t i o n a l  
e f f o r t   a n d   t h e   p o s s i b i l i t y   o f   a n  i l l -  
c o n d i t i o n e d   c o v a r i a n c e   m a t r i x   h a s  made 
t h e  KLT t o  b e   u s e d  a s  a b o u n d   a g a i n s t  
w h i c h   t h e   o t h e r   t r a n s f o r m   c o d i n g   s c h e m e s  
a re  compared .  
T r a n s f o r m   c o d i n g  may be   improved  
by a d a p t i v e   m e t h o d s .   T h e r e  are  e s s e n t i a -  
l l y  t h r e e  t y p e s  o f  a d a p t a t i o n  t h a t  c a n  b e  
made : 
1. A d a p t a t i o n  o f   t h e   t r a n s f o r m .  
2.  A d a p t a t i o n  o f  b i t  a l l o c a t i o n .  
3 .  A d a p t a t i o n  o f   q u a n t i z e r   l e v e l s .  
T h e   a p r o a c h   t a k e n   i n   t h i s   r e s e a r c h  
i s  t o  u s e   t h e   b a s i c  K L T ,  a d a p t i n g   t h e  
t r a n s f o r m  t o  t h e   s p a t i a l l y   v a r i a b l e  s t a -  
t i s t ics  o f   t h e   i m a g e .  No a s s u m p t i o n s   h a v e  
been   made   on   t he  c lass  o f   images  t o  b e  
encoded .  No e f f o r t  i s  made t o  i n c r e a s e  
t h e   c o m p r e s s i o n   t h r o u g h   t h e   o t h e r   t y p e s  
o f   a d a p t a t i o n .   T h e   a l g o r i t h m   d e v e l o p e d  
s i m u l t a n e o u s l y   o l v e s   t h ep r o b l e m   o f  
s i n g u l a r i t y  o f  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x .  Two 
f i d e l i t y   m e a s u r e s  are  u s e d  t o  e v a l u a t e  
t h e  r e s u l t s :  
1. Normal i zed   mean   squa re  e r ror .  
2 .  V i s u a l   e v a l u a t i o n .  
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Assume t h a t   a n   i m a g e   h a s   b e e n  
encoded  as  a b o v e   u s i n g   t h e   f i r s t   e i g e n -  
v e c t o r   a n d   t h e   f i r s t  s e t  o f   b a d   b l o c k s  
h a s   b e e n   f o u n d .   I f  w e  s u b t r a c t   t h e   n -  
c o d e d   b a d   b l o c k s   f r o m   t h e   c o r r e s p o n d i n g  
b l o c k s ,   t h e  s e t  o f   d i f f e r e n c e  b locks  
c o n s t i t u t e s   a n  e r ro r  image .   Tha t  is, w e  
h a v e   r e m o v e d   t h e   v a r i a b i l i t y   c o r r e s p o n -  
d i n g  t o  t h e   f i r s t   e i g e n v e c t o r   a n d   c a n  
c o n s i d e r   t h e   b a d   b l o c k  error  image  a s  a 
new o r i g i n a l   i m a g e  t o  b e   n c o d e d .   T h e  
n e x t   s t e p  is t o  f i n d   t h e   a u t o c o r r e l a t i o n  
m a t r i x   o f   t h e  error image   and   encode  i t  
u s i n g   t h e   c o r r e s p o n d i n g  Eirst e i g e n v e c -  
to r .  A f t e r   e n c o d i n g  a d e c i s i o n  i s  made 
d e t e r m i n i n g   g o o d   a n d   b a d   b l o c k s .   T h e  same 
r u l e  as  t h e   o n e   u s e d   i n   t h e   b a s i c   a d a p -  
t i v e  a l g o r i t h m  is  u t i l i z e d .  
S u m m a r i z i n g   t h e   a b o v e ,  w e  l i s t  t h e  
s t e p s  a s  f o l l o w s :  
F u l l y  A d a p t i v e  A l g o r i t h m  
1. F i n d   t h e  mean   o f   each   b lock   and  re- 
move i t  f r o m  t h a t  b l o c k .  
2. Encode   t he   mean- removed   b locks   u s ing  
t h e  f i r s t  e i g e n v e c t o r  o f  t h e i r  a u t o c o r r e -  
l a t i o n  m a t r i x .  
3 .  F i n d   t h e  MSE b e t w e e n   t h e   o r i g i n a l  
a n d   t h e   e n c o d e d   b l o c k .  
4 .   F i n d   t h e   m e d i a n   o f  a l l  t h e   m e a n  
s q u a r e  errors of t h e  b l o c k s .  
5. Label a b l o c k   g o o d  or bad corres- 
pond ing  t o  w h e t h e r  i t s  MSE is less t h a n  
o r  g r e a t e r  t h a n  ( r e s p e c t i v e l y )  t h e  m e d i a n  
o f  t h e  b l o c k s  MSE's. 
6 .   S u b t r a c t   t h e   e n c o d e d   b a d   b l o c k s   f r o m  
t h e  c o r r e s p o n d i n g  o r i g i n a l  b l o c k s  a n d  d e -  
n o t e   t h e   r e s u l t i n g   b l o c k s  e r ror  b l o c k s ,  
a n d  d e n o t e  t h e i r  s e t  t h e  error  image. 
7 .  F i n d   t h e   a u t o c o r r e l a t i o n   m a t r i x   o f  
t h e  b l o c k s  i n  t h e  e r r o r  i m a g e .  
8 .  R e p e a t   s t e p s  2 t h r o u g h  7 u n t i l  a 
q u a l i t y  m e a s u r e  h a s  b e e n  f u l f i l l e d  o r  t h e  
desired c o m p r e s s i o n  h a s  b e e n  a c h i e v e d .  
E a c h   e x e c u t i o n   o f   s t e p s  2 t h r o u g h  
7 is t e r m e d   a n d   i t e r a t i o n .  
I f   t h e   i g e n p r o b l e m  i s  we l l - con-  
d i t i o n e d   t h e r e  i s  no need  t o  f i n d   d i f f e -  
r e n t   a u t o c o r r e l a t i o n  matrices a n d   t h e  
b a s i c  a l g o r i t h m  s h o u l d  b e  u s e d .  T h e  f u l l y  
a d a p t i v e   a l g o r i t h m  takes  more a d a p t i v e l y  
i n t o   a c c o u n t   s p a t i a l   v a r i a b i l i t y  by f i n -  
d i n g   t h e   a u t o c o r r e l a t i o n   m a t r i x   o f  t h e  
bad  errors. S i n c e  i t  c o m p u t e s   o n l y   t h e  
e i g e n v e c t o r   c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e   l a r g e s t  
e i g e n v a l u e ,   t h e   p o w e r   m e t h o d  or t h e   i n -  
v e r s e   p o w e r   m e t h o d  may b e   u s e d   d e p e n d i n g  
o n  how d o m i n a n t   t h e   i g e n v a l u e  is  / 6 / ,  
t h u s   s p e e d i n g   c o m p u t a t i o n s .   B e c a u s e  i t  
e l i m i n a t e s   t h e   n e e d  t o  f i n d  a l l  o r  p a r t  
o f   t h e   r e m a i n i n g   e i g e n v e c t o r s ,   c o m p u t a -  
t i o n a l  errors a n d   i l l - c o n d i t i o n i n g  a re  
min imized .  
RESULTS OF THE FULLY ADAPTIVE  ALGORITHM 
T o  c h e c k   t h e   a l g o r i t h m   e x p l a i n e d  
a b o v e ,   t h e   t e c h n i q u e  was t e s t e d   w i t h   a n  
i m a g e   n t i t l e d  CITY, F i g .  1. T h i s   i m a g e  
c o n t a i n s  a g r e a t   a m o u n t   o f  d e t a i l  w i t h  
h i g h   f r e q u e n c y   c o n t e n t   a s  well  a s  some 
a r e a s  of low f requency   background .   The  
512x512  image was d i v i d e d   i n t o  4x4 
b l o c k s .   T h e   f i r s t   i g e n v a l u e   o f   t h  
s u c c e s s i v e   a u t o c o r r e l a t i o n  matrices was 
a l w a y s   f o u n d  t o  be w e l l - c o n d i t i o n e d .  
T h e   r s u l t  of n o n a d a p t i v e l y  KL 
e n c o d i n g  CITY u s i n g  two e i g e n v e c t o r s  is 
s h o w n   i n  F i g .  2 ;  a n d  i t s  m e a n   s q u a r e  
error is 0 . 0 4 0 .  The  same image   encoded  
u s i n g   t h e   f u l l y   a d a p t i v e   a l g o r i t h m   w i t h  
o n e   i t e r a t i o n ,   s h o w n   i n   F i g .  3 ,  g i v e s  a 
MSE o f  0 . 0 4 2  a n d  n o  v i s u a l  d i f f e r e n c e  c a n  
b e   d e t e c t e d .   T h e   c o m p r e s s i o n   a c h i e v e d   i n  
t h e   n o n a d a p t i v e  case is  1 6 / 2 = 8 ,   a n d   f o r  
t h e   a d a p t i v e  case i t  i s  1 6 / 1 . 5 = 1 0 . 6 .   T h i s  
i m p l i e s   a n   i n c r e a s e   i n   c o d i n g   e f f i c i e n c y  
o f  ( 1 0 . 6 - 8 ) / 8 = 3 3 % .  We r e c a l l  t h a t   h e  
mean o f   e a c h   b l o c k   h a s   b e e n   p r e v i o u s l y  
r e m o v e d   a n d   c o n c l u d e   t h a t   t h e   a d a p t i v e  
a l g o r i t h m   p e r f o r m s  a t  l e a s t  a s  wel l  a s  
t h e   n o n a d a p t i v e   o n e   w h i l e   a c h i e v i n g  more 
c o m p r e s s i o n .   T h e   m e t h o d   a l o n g   w i t h  some 
o t h e r   a d a p t i v e   b i t   a s s i g n m e n t   s c h e m e   i n  
t h e   t r a n s f o r m   d o m a i n   c a n   a c h i e v e   e v e n  
more c o m p r e s s i o n .  
VERSATILITY OF KARHUNEN-LOEVE CODE SETS 
T h e   m a i n   d r a w b a c k   o f   t h e  KLT i s  
t h e   c o m p u t a t i o n a l   e f f o r t   i n v o l v e d  i n  
f i n d i n g   t h e   c o v a r i a n c e   m a t r i x   a n d  cor- 
r e s p o n d i n g   e i g e n v e c t o r s .  We s u g g e s t   h a t  
t he   Karhunen-Loeve   encod ing   s cheme   has  
n o t   b e e n   u s e d  a t  i t s  f u l l  c a p a b i l i t y .  One 
may w o n d e r   i f   t h e r e  i s  s o m e   u n i v e r s a l  
e i g e n v e c t o r   c d e  s e t  t h a t  c o u l d   b e  
e m p l o y e d   f o ra n y   k i n d  oE image.  The 
a n s w e r  a t  t h e   p r e s e n t  time i s  t h a t   i f  
s u c h  a c o d e  s e t  e x i s t s  i t  i s  n o t   y e t  
known .   However   one   can   con jec tu re   abou t  
t h e   e x i s t e n c e  of t h i s   c o d e   f o r  a p a r t i -  
c u l a r  s e t  o f   images .  
T o  v a l i d a t e   t h e   f o r e g o i n g   t h e  
f o l l o w i n g   e x p e r i m e n t  was p e r f o r m e d .   U s i n g  
t h e   s a m e   i m a g e   a n d   b l o c k   s i z e  a s  b e f o r e ,  
t h e  two f i r s t   e i g e n v e c t o r s   o f  FACE, F i g .  
4 were u s e d  t o  encode  C I T Y .  T h e   s t r i k i n g  
r e su l t  i s  shown  in   Fig.   5 .  No v i s u a l  d i f -  
f e r e n c e   a n  b e n o t i c e d  when  compared 
a g a i n s t   F i g .   2 ,   a n d   e v e n   t h e  mean s q u a r e  
e r ror  is t h e  same t o  t h r e e   s i g n i f i c a n t  
f i g u r e s .  Some o t h e r   i m a g e s  were u s e d   w i t h  
the   same resu l t .  T h i s   h o w s   t h a t   f o r  a 
l a r g e  c l a s s  oE i m a g e s   t h e  same s e t  of  
c o d e   v e c t o r s  can b e   u s e d ,   t h u s   a v o i d i n g  
t h e   m a i n   d r a w b a c k   o f   t h e  K L  e n c o d i n g  
scheme. ~f a d a p t i v e   t e c h n i q u e s   a r e   u s e d  
i n  b o t h  t h e  s p a t i a l  a n d  t r a n s f o r m  d o m a i n ,  
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~iq. 7 .  Original Image of CITY. Fig. 2. Nonadaptive KL Enco- Fig. 3 .  Adaptive KL Encding 
ding of CITY; 7?m Eigenvectors. of CITY; One Iteration. 
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